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Sistemas de demostracidn

Estudiamos el método indirecto de refutacion (y los tableaux semanticos)
y el método directo de la tablas de verdad como métodos semanticos
para verificar la validez de férmulas y deducciones.

La teoria de la demostracion o teoria de pruebas nos proporciona
métodos alternativos a las tablas de verdad para averiguar

» la validez de una férmula proposicional: si ¢ es una férmula
valida se dice que es demostrable y se escribe - .

» si una formula ¢ es consecuencia légica de un conjunto de
premisas ®: si ¢ es consecuencia légica de ¢ se dice que ¢ es
deducible en el sistema a partir de ® y se escribe ¢ F .

Axiomas

Toda teoria matematica se construye a partir de unos axiomas, que
definen las propiedades basicas de los objetos de la teoria que se
consideran verdaderas y, sin embargo, no se demuestran.

La geometria euclidea y la construccién de los nameros reales son dos
ejemplos de este tipo de teorias axiomaticas.

Los axiomas de toda teoria matematica tienen que ser:

1) compatibles: a partir de ellos no tiene que ser posible deducir una
contradiccion,

2) independientes: ningiin axioma se debe poder deducir a partir del
resto de ellos (habria redundancia de axiomas),

3) suficientes: a partir de ellos tiene que ser posible deducir todas las
propiedades que necesitamos satisfagan los objetos de nuestra teoria.



Sistemas de demostracidn

La demostracion de la validez de una férmula o de una deduccién en un
sistema de demostracion no se desarrolla teniendo en cuenta todas las
posibles valoraciones, se obtiene utilizando una secuencia finita de pasos
y, en cada uno de ellos, se aplican las reglas de inferencia del sistema.
Sistemas de demostracion directos: aplican una cadena finita de
reglas de inferencia hasta llegar a la féormula que se quiere demostrar.
Tienen interés histérico, son los mas naturales ya que son los mas
cercanos a la forma de razonamiento habitual, son adaptables a l6gicas
no clésicas, pero son de dificil automatizacion.

Sistemas de demostracion indirectos (o por refutacién): aplican la
técnica de reduccién al absurdo. Son mas modernos, adecuados para su
automatizacién, pero no son aplicables a légicas distintas de las légicas
clasicas.

Sistemas de demostracidn

En este capitulo estudiaremos un particular sistema de demostracion
axiomatico, el sistema de deduccién natural de Gentzen.

El método de los tableaux semanticos que estudiamos en la teoria
interpretativa tiene, en realidad, una estructura completamente sintactica
y, por tanto, se puede considerar un ejemplo de sistemas de demostracién
axiomatico indirecto.

Como veremos, es posible demostrar que estos sistemas axiomaticos son
equivalentes a la teoria interpretativa. Es decir, se puede verificar que una
férmula proposicional es una tautologia en la teoria interpretativa si y
s6lo si es una formula valida en la teoria de la demostracion que vamos a
estudiar.



Definicién de sistema formal axiomatico

Definicién
Un sistema de demostracion formal S o sistema de pruebas se define
matematicamente mediante los siguientes cuatro elementos:

A es el alfabeto del sistema: el conjunto de simbolos que se pueden
utilizar,

F es el conjunto de reglas de sintaxis: las reglas que permiten definir
las formulas bien construidas,

X es el conjunto de axiomas: férmulas validas por definicion,

)

es el conjunto de reglas de inferencias: reglas de transformacion
que permiten “inferir’” una formula, la conclusién, a partir de un
conjunto de férmulas, las condiciones o premisas.

Un sistema de demostracion S se puede representar en forma compacta

como
S=(AF,X,R).

Definicién recursiva de teorema

Definicién

(Definicién recursiva de teorema) Un teorema es una férmula valida
(demostrable) y tiene la siguiente definicion recursiva:

una férmula bien construida o es un teorema si es un axioma o si se
obtiene como conclusion de la aplicacion de un conjunto de reglas de
inferencias a otros teoremas.

Si @ es un teorema (es vdlida), se escribe + .



Definiciédn recursiva de teorema

Ejemplo

En el contexto de las implicaciones I6gicas (semanticas), estudiamos la
validez de la ley de contraposicion: (p — q) = (—q — —p). Dicimos
también que la formula (p — q) — (—q — —p) es una tautologia.

Si somos capaces de demostrar que la ley de contraposicion es valida en
el sistema axiomatico que estamos usando, podemos escribir la misma ley
de contraposicion en forma de teorema, usando la notacion:

= (p—q) = (—qg — —p).

Definicién recursiva de teorema

Ejemplo

Sélo como caso particular, consideremos las dos proposiciones p="como
demasiado” y gq="me duele el estémago.”

La teoria interpretativa, en este caso, nos dice que la proposicién ‘si no
me duele el estémago entonces no he comido demasiado,” (—q — —p),
es consecuencia logica (vimos que en realidad es equivalente) de la
proposicién “si como demasiado me duele el estémago,” (p — q).

En una teoria de pruebas la validez de la ley de contraposicion se
expresaria, en nuestro ejemplo particular, como la validez de la férmula
bien construida “si como demasiado me duele el estémago implica que si
no me duele el estémago entonces no he comido demasiado,”

=(p—q) = (g = —p).
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Definicién de deduccién o razonamiento

Definicién

Una deduccién o razonamiento consiste de un conjunto de férmulas
& = {p1,2,... @n}, llamadas las premisas, y de una férmula ¢,
llamada la conclusién de la deduccion.

Ejemplo
Escrita como deduccién, la ley de contraposicién tiene una sola premisa
® = {(p— q)} y conclusion (—=q — —p).
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Demostracion de férmulas (de teoremas)

Las nociones de demostracién de un teorema y de una deduccién estan
establecidas por las siguientes definiciones:

Definicién
(Demostraciéon de férmulas (de teoremas)) Una demostracion de un
teorema t ¢ es una sucesion finita de férmulas

{p1,02,...,0n, ¢nt1 = ¢}

tal que:
1. Cada férmula de la sucesion es

> un axioma, un teorema ya demostrado o
» un teorema obtenido a partir de las férmulas anteriores de la sucesion
aplicando un conjunto de reglas de inferencias.

2. El altimo elemento de la sucesion es la féormula .

Si {¢1,02,- ., 0n, Pnr1 = @} es una demostracion de un teorema, se
dice que ¢ es valida (demostrable) y se escribe - .
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Demostracion de deducciones

Definicién

(Demostracion de deducciones) Sean ® = {1, p2,... p,} un
conjunto finito de férmulas proposicionales y ¢ una férmula. Una
demostracion de una deduccion con conjunto de premisas ® y conclusion
© es una sucesion finita de férmulas

{9017 @2y PnyPnt+ls- oy Pn+m—1Pn+m = 90}

tal que:
1. Cada férmula de la sucesién es

> una premisa (un elemento de ® = {p1,v2,...,¢n}) 0

> un axioma, un teorema ya demostrado o

> un teorema obtenido a partir de las férmulas anteriores en la sucesion
aplicando un conjunto de reglas de inferencias.

2. El altimo elemento de la sucesion es la formula .
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Demostraciéon de deducciones

Definicién

Si {1,092, Pny Pnils- - Pnim—1,Pntm = @} €s una demostracion de
una deduccion, se dice que la conclusion ¢ es consecuencia légica
(deducible) del conjunto de las premisas ® y se escribe ® F .

Observacién
Podemos observar que la demostracion de un teorema es la demostracion

de una deduccion cuyo conjunto de premisas es vacio.
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Teorema de la deduccidn

Teorema
(Teorema de la deduccién) Sean {p1, ¢, ...pn} un conjunto de
formulas y ¢ una férmula. Entonces

{o1,02,...on} F siysélosi {p1,02,...0n-1} F (@0 = ).

El siguiente corolario del teorema de la deduccién establece la relacién
buscada entre demostraciones de deducciones y de teoremas.
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Teorema de la deduccidn

Corolario
Dada una demostracion de una deduccion, es siempre posible encontrar
una férmula valida que la represente.

Demostracion: Si {¢1,v2,...p,} F ¢ es la demostracion de una
deduccidn, se aplica el teorema de la deduccién sucesivamente hasta que
el conjunto de premisas sea vacio. Se obtiene asi la siguiente cadena de
férmulas que tiene como ltimo elemento un teorema:

{p1,02,...pnt o
{p1,02,. . on—1} Fn =
{1,902, n—2} F vn-1— (n — ©)

leﬁ(wz%(“-%(wn%s@)-.-)-
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Teorema de la deduccidn

Ejemplo
El teorema de la deduccion implica que, en un sistema de pruebas,
demostrar la validez de la ley de contraposicion

= (p—q) = (=g — —p)

es equivalente a demostrar la deduccion

{p—=atF—qg—=-p

o, también, la deduccion

{p—q,7q} F —p.

En el caso de nuestro ejemplo particular con p= “como demasiado” y q=
“me duele el estomago”, la dltima deduccion se lee “si como demasiado
me duele el estomago y si no me duele el estomago, entonces no he
comido demasiado.”

17

Subdeducciones y notacién de Fitting

Antes de definir formalmente el sistema de deduccién natural de Gentzen,
necesitamos extender la definiciéon de demostracién de deduccién dada,
para poder admitir la introduccién de subdeducciones.

Informalmente se puede decir que, en el proceso de demostracién de una
deduccién (la demostracién madre), una subdeduccién es la derivacién de
una conclusién v a partir de una premisa auxiliar (o hipétesis) .
Después de obtener la conclusion buscada en la subdeduccién, se
remueve la subdeduccién de la demostracion madre y se sustituye por el
resultado ¢ F 1.

Para representar subdeducciénes usaremos la notacion de Fitting. Esta
notacién emplea rectangulos, llamados cajas. La primera fila de una caja
estd ocupada por la premisa auxiliar ¢, mientras en la altima fila se
encuentra la conclusion .

18



Subdeducciones y notacién de Fitting

El siguiente es un ejemplo de un esquema de una deduccién que contiene
a una subdeduccioén:

1) o1 (Premisa)
2) ¢o  (Premisa)
3) F 3 (R1(1): regla R1 aplicada a 1)

4) 1 (Premisa auxiliar)
5) F 4 (R2(2,1): regla R2 aplicada a ¢y y 1)
6) -3 (R3(5): regla R3 aplicada a ;)

7) F s (R4(4,6): regla R4 aplicada a la subdeduccién)

La notacion usada en el Gltimo paso de la demostracion madre, R4(4,6),
quiere decir que la regla R4 se aplica a toda la subdeducciéon. Se citan
sélo la premisa auxiliar y la conclusién de ella.
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El sistema de deduccién natural de Gentzen

El sistema de deduccién natural de Gerald Gentzen (1934) es el sistema
de demostracién que mejor modela el razonamiento informal o intuitivo.
Este sistema se basa en deducciones y tiene ocho reglas de inferencia y
ningan axioma.

Las reglas de inferencia son dos para cada conectivo l6gico del alfabeto
(una de introduccién y otra de eliminacién).

El uso exclusivo de deducciones presupone razonamientos que siempre
dependen de unas premisas iniciales, no necesariamente validas.

Se podria decir que el sistema de Gentzen simula el razonamiento
coherente mas que el razonamiento valido.

20



Definicién del sistema de deduccién natural de Gentzen

Definicién
El sistema de deduccién natural de Gentzen es el sistema de demostracién

G=(AF X, R),

donde

A : el alfabeto estda compuesto por
» los simbolos p, q, r, s, t,... de proposiciones atémicas,
» los simbolos de conectivos —, \,V, —,
» los simbolos de paréntesis (, ).
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Definicién del sistema de deduccién natural de Gentzen

Definicidn
F : el conjunto de las formulas bien construidas (fbc) se define

recursivamente como
At : toda proposicién atémica es una fbc,
— : Si ¢ es una fbc entonces —¢ es una fbc,
o :si ¢ y 1 son dos fbc, entonces

(e AY), (p V), (0 =), (¥ = )

son fbc.
Toda fbc se obtiene mediante las tres reglas anteriores.

NOTA: En lo que se sigue usaremos también el conectivo de
coimplicacién entre dos férmulas, ¢ <+ . Este conectivo se entendera
como una forma abreviada de representar la férmula bien construida

(o= V)N (Y — @)

22



Reglas del sistema de Gentzen

Definicién
X : el conjunto de los axiomas es vacio.

R : el conjunto R de las reglas de inferencia estd compuesto por las
reglas de introduccion y de eliminacion que se describen a
continuacion.

(I A): Regla de introduccién de la conjuncion

{o, 0} F oAy

De dos férmulas se deduce su conjuncion.
(E N): Regla de eliminacién de la conjuncién

e ANt (eliminacion derecha)
e AN 1y (eliminacién izquierda)
De una conjuncién de dos férmulas se deducen las dos férmulas.
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Reglas del sistema de Gentzen

Ejemplo

Usando sélo las dos reglas anteriores podemos demostrar que

pA(gATr)EpAT.

1) o1 : pA(gAr) (Premisa)
2)Fpa: Fp (END))
3)Fws: Fagnr (EN(1))

4D ps: Fr  (EN3))
5)Fes: FpAr (IN24))

24



Reglas del sistema de Gentzen

(I V): Regla de introduccién de la disyuncién

o F (pV1) (introduccion derecha)
Y (pV) (introduccién izquierda)

La disyuncién de dos férmulas se puede deducir de cada una de ellas.

(E V): Regla de eliminacién de la disyuncién
{oV,o=x, v =Xtk x
NOTA: la regla de eliminacién de la disyuncion NO es

eVt
oV,

ya que de la validez de una disyuncién de dos férmulas no se puede
deducir la validez de las dos férmulas. Sélo sabemos que al menos una de
las dos es valida, sin saber cual es.
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Reglas del sistema de Gentzen

Esta regla se usa en el método de demostracidon por casos, que se
aplica cuando se quiere demostrar una deduccién del tipo ¢ V¢ F x :
1) se introducen las premisas auxiliares ¢ y 1,
2) usando las dos premisas auxiliares se intentan demostrar dos
subdeducciones independientes con igual conclusion y, es decir, las
subdeducciones

eEx y  YEXx

3) si se ha completado el paso anterior, se usan las subdeducciones
obtenidas en la deduccién madre y se obtiene que

{oeV, o= x, v = x}Fx.

26



Reglas del sistema de Gentzen

Con la notacién de Fitting (E V) se representa como:

eV  (Premisa)

¢  (Premisa auxiliar) v (Premisa auxiliar)
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Reglas del sistema de Gentzen

Ejemplo

Si queremos demostrar la propiedad distributiva de la conjuncién
pA(@Vr)E(pAg)V(pAr)
podemos usar el siguiente esquema:
I)pA(gVvr) (Premisa)

2)Ep  (ENQ))
3)FqVvr (ENQ1))

4) q (Premisa auxiliar) r  (Premisa auxiliar)
5)FpAng  (I1N2,4)) FpAr o (1A(2,4))
6)-(pAq)V(pAr) (1V(5)) F(pAg)V(pAr) (1V(5))

7)E(pra)V(pnr) (EV(3,(4,5))

28



Reglas del sistema de Gentzen

(I =): Regla de introduccién de la negacién
(I7) :{p =, p = Y} F —p.

Esta regla se usa en demostraciones por reduccién al absurdo de
la validez de una férmula —¢ :

1) Tomamos como premisa auxiliar la férmula ¢,

2) Si de esta premisa auxiliar podemos deducir la validez de una
contradiccién ¥ A —), entonces podemos afirmar la validez de —.

Con la notacién de Fitting (I —) se representa como:

¢  (Premisa auxiliar)

A

Reglas del sistema de Gentzen

(E —): Regla de eliminacién de la doble negacién
(E=) : == F .

(I —): Regla de introduccién de la implicacion
Para definir esta regla
1) se toma una premisa auxiliar ¢,
2) si se demuestra que de ¢ se deduce una férmula ), entonces se
ha demostrado la validez de ¢ — 9.

Con la notacién de Fitting (/ —) se representa como:

¢  (Premisa auxiliar)




Reglas del sistema de Gentzen

(E —): Regla de eliminacién de la implicaciéon (también Modus Ponens):

(E =) :{p,p =P} b

El sistema de Gentzen esta ahora completamente definido.
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Reglas del sistema de Gentzen

Ejemplos

1) Si queremos demostrar la contraposicion
{o = v, "yt F oy,

podemos escribir el siguiente esquema:

1) o — 1  (Premisa)
2) )  (Premisa)

3) =—¢  (Premisa auxiliar)
4)rEe  (E-(3))

5y (E—(31))
6)Fv Ay (1N(42))

7)E—e (12(35))

32



Reglas del sistema de Gentzen

Ejemplos
2) La validez de la férmula

e =@

se puede demostrar en el sistema de deduccion natural usando la
introduccion de la implicacion, segin el esquema:

1) ¢  (Premisa)

2) v (Premisa auxiliar)
e (1)

Dy —p (11— (2,3))
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Reglas del sistema de Gentzen

Ejemplos
3) La validez de la formula

{foe=v, o= W—=>x)}Fe—=x

se puede demostrar en el sistema de deduccion natural usando la
introduccion de la implicacién, segin el esquema:

1) ¢ — ¢  (Premisa)
2) o = (v — x) (Premisa)

3) e (Premisa auxiliar)
4) - (E — (3,1))

5) ¢y - x (E— (32))
6) - x (E — (4,5))

ke = x (I — (36))
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Reglas derivadas del sistema de Gentzen

A partir de la definiciéon del sistema de Gentzen es posible demostrar los
resultados mas interesantes de la légica proposicional.

Vamos a enunciar una larga lista de ellos para poder mirar a varios
ejemplos de demostraciéon y aprender como aplicar estas nuevas reglas.
Presentaremos sélo algunas de las demostraciones de estas deducciones,
las demas se dejan como ejercicio.
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Reglas derivadas del sistema de Gentzen

» T1: Teorema de la identidad

ok

De toda férmula se deduce ella misma.
Esta deduccion se puede demostrar por reduccién al absurdo:

1) ¢ (Premisa)

2) ¢  (Premisa auxiliar)
) Fpn-e (I A(L2)

e (17(23))

36



Reglas derivadas del sistema de Gentzen

» T2: Regla del silogismo

{o—=v, Y= xtFp—=x

De dos implicaciones (o — ¥ y b — x) tales que la conclusién de la
primera es la premisa de la segunda se deduce la implicacion de la
premisa de la primera férmula a la conclusién de la segunda.

Este teorema se puede pensar como una propiedad transitiva: de
“todos los hombres son animales” y “todos los animales son
mortales” se deduce que “todos los hombres son mortales.”

» T3: Modus ponens, MP

{o, 0 =Y} FY

Es la regla de eliminacién de la implicacién: de una implicacién y de
su premisa se deduce su conclusién.

Por ejemplo, de “Juan es un hombre” y “si Juan es un hombre
entonces es mortal’ se deduce que “Juan es mortal.”
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Reglas derivadas del sistema de Gentzen

» T4: Excontradictione Quodlibet

{o, ~p} o

De una férmula y de su negacién se deduce cualquier férmula (por
reduccién al absurdo).
De “Juan es un hombre” y “Juan no es un hombre” se deduce que “la

pared es blanca.”
» T5: Producto condicional

{o—=v, o= xtFo—=vYAx

De dos implicaciones con la misma premisa se deduce la implicacién
de esa premisa a la conjuncién de sus conclusiones.

Por ejemplo, de “si x es par, es divisible por dos” y “si x es par, no es
impar’ se deduce que “si x es par, entonces x es divisible por dos y
no es impar.”
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Reglas derivadas del sistema de Gentzen

» T6: Contraposicion

T6,1) ¢—=vb ) ——p

T6,2) o= k¢ —=-p
T6,3) —~p—=vbE =9

De una implicacién se deduce su contrapositiva.
Por ejemplo,
T6.1) de “llevo paraguas sélo si llueve” se deduce que “si no llueve no

llevo paraguas,”
T6.2) de “llevo paraguas sélo si no hace sol” se deduce que “si hace sol

no llevo paraguas.”
T6.3) de “no llevo paraguas sélo si hace sol” se deduce que “si no hace

sol llevo paraguas.”
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Reglas derivadas del sistema de Gentzen

» T7: Interdefinicién 1
T71) ¢ =Y F-(pA)

De una implicacién se deduce la negacién de la conjuncién de su
premisa con la negacién de su conclusién.

T72) ~(pA)Fe =1

Es el reciproco del anterior: una implicacién se deduce de la negacién
de la conjuncién de su premisa con la negacién de su conclusién.

Por ejemplo,
T7.1) de “llevo paraguas sélo si llueve” se deduce que “no es posible que

lleve paraguas y no llueva,”
T7.2) de “no es posible que lleve paraguas y no llueva” se deduce que

“llevo paraguas soélo si llueve.”

40



Reglas derivadas del sistema de Gentzen

» T8: Leyes de de Morgan

T8,1) —(pVY)F oAy

De la negacién de la disyuncion de dos férmulas se deduce la
conjuncién de las negaciones de las mismas.

T8,2) —p A=k —(pV)

Es la reciproca del anterior: de la conjuncién de las negaciones de
dos férmulas se deduce la negacién de la disyuncion de las mismas.
Por ejemplo,

T8.1) de “no es posible que x sea un elemento de A o sea un
elemento de B" se deduce que “x no es elemento de A y x no es
elemento de B,”

T8.2) de “x no es elemento de A y x no es elemento de B" se deduce
que “no es posible que x sea un elemento de A o sea un elemento de
B."
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Reglas derivadas del sistema de Gentzen

T83) —(pAY)F —pV 0

De la negacién de la conjuncién de dos férmulas se deduce la disyuncién
de las negaciones de las mismas.

T8,4) -V -k (pA)

Es la reciproca del anterior: de la disyuncién de las negaciones de dos
férmulas se deduce la negacion de la conjuncion de las mismas.

Por ejemplo,

T8.3) de “no es posible que x sea un elemento de A y de B" se deduce
que “X no es elemento de A o x no es elemento de B,”

T8.4) de “x no es elemento de A o x no es elemento de B” se deduce que
“no es posible que x sea un elemento de A y de B."
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Reglas derivadas del sistema de Gentzen

» T9: Interdefinicion 2
T9,1) QO%wf_—!gp\/@b

De una implicacién se deduce la disyuncion de la negacion de su
premisa con su conclusién.

T9,2) -~V =1

Es la reciproca de la anterior: una implicacién se deduce de la
disyuncién de la negacién de su premisa con su conclusién.

Por ejemplo,

T9.1) de “una funcién derivable es continua” se deduce que “una
funcién no es derivable o es continua,”

T9.2) de “una funcién no es derivable o es continua” se deduce que
“una funcién derivable es continua.”
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Reglas derivadas del sistema de Gentzen

Ejemplo

Para verificar que la férmula

0:p—(q—p),

es valida en el sistema de Gentzen podemos usar la regla (I1—) de
reduccion al absurdo. Tendremos que demostrar que la formula —p
conduce a una contradiccion.

En la notacion de Fitting:

1) —-(p — (9 — p)) (Premisa auxiliar)

2) - =(-pV (q — p)) (Interdefinicién 2(1) y Contraposicién (1))
3) - -—=p A —(q — p) (Ley de de Morgan T8.1(2))

4) = —==p (E N(3))

5) = —(a — p) (E A(3))

6)Fp (E—(4))

7) = =(—q Vv p) (Interdefinicién 2(5) y Contraposicién (5))

8) - ——=qA -p (Ley de de Morgan T8.3(7))

9) = —p (E N(8))

10) = p AN —p (I N(6,9))

11) = p — (@ = p) (I —(1,10))
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Reglas derivadas del sistema de Gentzen

Teoremas del conectivo conjuncién

» T10: Propiedad conmutativa

T10,1) o AYEYAp
T10,2) Y ApkEpAY

» T11: Propiedad asociativa

T11,1) oA (W AX)F(eAY)Ax

T11,2) (e AY)AXF oA AX)
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» T12: Propiedad distributiva

T121) oAV X)E(eAY) V(o AX)

T12,2) (e AY)V(eAX)FE @AV X)

» T13: Propiedad de absorcién

T13,1) oA (V)¢

De la conjuncién de una férmula ¢ con su disyuncién con cualquier
otra férmula se deduce .

T13,2) ok oA (eV)

Es la reciproca del anterior: de una férmula ¢ se deduce la
conjuncién de ella con su disyuncién con cualquier otra férmula.
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Reglas derivadas del sistema de Gentzen

Por ejemplo,
T13.1) de “x es un elemento de A y x es un elemento de A o de B" se

deduce que “x es un elemento de A"
T13.2) de “x es un elemento de A" se deduce que “x es un elemento de A

y x es un elemento de A o de B.”
Demostracion de T13.1:
Tenemos que verificar que

e N (pVY) ke

1) oA(pVey) (Premisa)
2) e (EAQ1))
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» T14: Idempotencia

T14,1) o Apk e

T14,2) ok pAp

La demostracion de este teorema se propone como ejercicio.
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Reglas derivadas del sistema de Gentzen

Teoremas del conectivo disyuncién

» T15: Propiedad conmutativa

T15,1) VY EYVp
T152) Y VelkpVy

» T16: Propiedad asociativa

T16,1) oV (¥ VXx)F(pVY)Vx

T17,2) (pVY)VxFeV(¥VX)
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» T17: Propiedad distributiva

T17,1) V(W AX)E(eVY)A(pVX)

T17,2) (eVY)A(pVX)FE eV (Y AX)

» T18: Propiedad de absorcién

T181) oV(pAY)F¢

De la disyuncion de una féormula ¢ con su conjuncién con cualquier
otra férmula se deduce .

T18.2) ok @V (A1)

Es la reciproca del anterior: de una férmula ¢ se deduce la
disyuncién de ella con su conjuncién con cualquier otra férmula.

50



Reglas derivadas del sistema de Gentzen

Por ejemplo,

T18.1) de “x es un elemento de A o x es un elemento de A y de B" se
deduce que “x es un elemento de A"

T18.2) de “x es un elemento de A" se deduce que “x es un elemento de A
o x es un elemento de A y de B.”

» T19: Idempotencia

T19,1) Vel

T19,2) ¢k eV

51

Reglas derivadas del sistema de Gentzen

Teoremas del conectivo coimplicaciéon

» T20: Introduccion de la coimplicacion

{oe=Y, V=0 Fpey

La coimplicacién (doble implicacién) entre dos férmulas se deduce
de las dos implicaciones que tienen estas dos férmulas como premisa
y conclusién y como conclusién y premisa, respectivamente.

La demostracion de este teorema se propone como ejercicio.

» T21: Eliminacion de la coimplicacién

T21,1) o v —9

T212) oY =@

De una coimplicacion entre dos férmulas se deducen las
implicaciones de cada una a la otra.
La demostracion de este teorema se propone como ejercicio.
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Reglas derivadas del sistema de Gentzen
» T22: Propiedad reflexiva

o<

Toda férmula coimplica a si misma.
» T23: Propiedad transitiva

{pev, v xtFeex

Si una férmula ¢ coimplica a una férmula ¢ y si ¥ coimplica a
una féormula y, entonces ¢ coimplica a Y.

» T24: Propiedad simétrica

pPE e
De ¢ coimplica a ¢ se deduce que 3 coimplica a .

La relacién binaria R sobre L definida por la coimplicacion:
(p, ) € R siysélosi ¢+

es una relaciéon de equivalencia.
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Teoremas del conectivo implicacién

» T25: Importacién-Exportacion

T25,1) {o = (¥ = x), p A} Fx

De una implicacién cuya conclusién es la implicacion ¢ — y y de la
conjuncién de las dos premisas ¢ A 1 se deduce la conclusién .

T252) {oAY = x, o} ¥ — X

Es la reciproca del anterior: de una implicacién cuya premisa es la
conjuncién de dos férmulas se deduce la implicacién de una de las
dos premisas a la implicacién de la otra premisa a la conclusién.
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Reglas derivadas del sistema de Gentzen

Ejemplo
Sean
p = nes un nimero natural,
g = nes par,
r = el cuadrado de n es par.
Entonces,

T25.1) de “si n es niamero natural, entonces si n es par su cuadrado es
par’ y de “si n es un nimero natural y es par’, se deduce que ‘el
cuadrado de n es par,”

T25.2) de “si n es un nimero natural y es par, entonces su cuadrado es
par’ y de “n es namero natural, se deduce que ‘si n es par, su cuadrado
es par.”
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Demostracion de T25.1:
Tenemos que verificar que

{o—= (W —x), p AN} x.

1) ¢— (¥ —x) (Premisa)
2) @AY (Premisa)

3) F¢ (EA(2)

4) +¢y—x (E—(31))

5) Fv  (EA(2)

6) Fx (E—(54))
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Reglas derivadas del sistema de Gentzen

» T26: Mutaciéon de premisa

=W —=x)FY—=(p—=x)

Demostracion de T26:

1) ¢ — (¥ — x) (Premisa)

2) oy  (Premisa auxiliar)

3) ¢ (Premisa auxiliar)
4) -9 —x (E—=(31))
5) - x (E —(24)

6) e —=x (1—(35)

NEY = (¢ —=>x) (11— (26))
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» T27: Carga de premisa

oW =)

Demostracion de T27:

1) ¢ (Premisa)

2) ¢ (Premisa auxiliar)
3) ¢ (Teorema de la identidad, T1(1))

HEY—e (1 —(273)
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Reglas derivadas del sistema de Gentzen
» T28: Modus tollens, MT

{o = v, ¥} F -

Notar que esta regla es la contraposicién.

» T29: Tollendo ponens

{oV, 9}

Demostracion de T29:

1) ¢ V¢ (Premisa)
2) -  (Premisa)

3) ¢ (Premisa auxiliar)
4) - ¢ (Teorema de la identidad, T1(3))

5) ¢ (Premisa auxiliar)
6) - Y A -y (I A(2,5))
7) F ¢ (Excontraditione Quodlibet, T4(6))

8) kv (EV (1(34).(57))
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» T30: Dilemas

T30,1) : Dilema constructivo simple:
{evi,o=x, v = xtEx

T30,2) : Dilema constructivo complejo:
{evip—=xp = otk x Vo,

T30,3) : Dilema destructivo simple:
{~e VY, x = e, x =Yy,

T30,4) : Dilema destructivo complejo:
{~e VY, x = p,0 =P} x Vo,
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Reglas derivadas del sistema de Gentzen

Demostracion de T30:

T30,1) {e Ve, = X9 = X} F x
Es la regla de eliminacién de la disyuncién (E V).

T30,2) :{p Vi, p = x,p w0} x Vo

1) ¢ V¢  (Premisa)
2) ¢ - x (Premisa)
3) Y — o (Premisa)

4) o (Premisa auxiliar)
5) - x (E —(4,2))
6) - x Vo (lV(5))

7) ¢  (Premisa auxiliar)
8) o (E —(7,3))
9) - x Vo (1vVv(8))

10) F x Vo (EV(1,(4.6).(7.9)))
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T30,3) : {=p V U, x = ¢, x = ¥} F =x

1) =pV =  (Premisa)
2) x > ¢ (Premisa)
3) x > ¢ (Premisa)

4) -  (Premisa auxiliar)
5) F=x (Modus Tollens, MT(2,4))

6) =  (Premisa auxiliar)
7) F—=x (Modus Tollens, MT(3,6))

8) F—x (EV(1(45).(6.7)))
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Reglas derivadas del sistema de Gentzen

T30,4) : {—pV ), x = p,0 > P} F-xV-o

1) ~¢V - (Premisa)
2) x > ¢ (Premisa)
3) o -1 (Premisa)

4) —p  (Premisa auxiliar)
5) F=x (Modus Tollens, MT(2,4))
6) F-xV-o  (1V(5))

7) ) (Premisa auxiliar)
8) F =0 (Modus Tollens, MT(3,7))
9) F—-xV-o (lIV(8))

10) F=xVv-oc (EV (1,(4,6).(7,9)))
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Veremos que existen teoremas que demuestran la equivalencia entre la
teoria interpretativa (semantica) y el sistema de deduccién natural.
Esta equivalencia entre teorias nos permite elegir, en cada caso, entre el
método mas adecuado o eficiente para desarrollar una demostracién.

64



Tableaux sintacticos

Podemos observar que la definicién recursiva de tableaux semantico
asociado a un conjunto de férmulas no requiere, en ningin paso, el
calculo de los valores de verdad de las férmulas consideradas. Eso quiere
decir que el método de refutacién de los tableaux es, en realidad, un
método de demostracion sintactico.

Los tableaux sintacticos usan el método de refutacion para derivar la
validez de un razonamiento o de una férmula, sin tener que tomar en
consideracién los valores de verdad de las formulas en estudio. Permiten
demostrar teoremas y deducciones.
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Tableaux sintacticos

Ejemplo

Ya demostramos la implicacion logica

{pANg—r,—r,p} = —q.

Teniendo en cuenta las equivalencias entre férmulas definidas por la
coimplicacion de la teoria axiomatica, la misma secuencia de tableaux
empleada en ese ejemplo demuestra la deduccion

{pANq—r,—-r,p}F g,
o, por el teorema de la deduccion, el teorema

F(pAg—r)— (-r—=(p— —q)).
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Completitud, correccién y decidibilidad

Para cualquier sistema axiomatico es siempre imprescindible estudiar si
éste cumple las tres propiedades de completitud, correccion y
decidibilidad. Las dos primeras propiedades permiten estudiar la relacién
del sistema con la semantica del lenguaje y la tercera es una propiedad
algoritmica.

Las demostraciones de la validez de estas propiedades para los sistemas
de la loégica proposicional son complejas y fuera del alcance de esta
asignatura. Nos limitaremos a enunciar los principales teoremas
relacionados.
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Completitud

» Completitud
Se dice que un sistema de demostraciéon axiomatico es completo si
es capaz de demostrar cualquier formula semanticamente vélida (una
tautologia) y deducir cualquier consecuencia légica.
Teorema de Kalmar: toda tautologia en teoria interpretativa es
una férmula valida en teoria de la demostracion.
El sistema de Gentzen es completo.
Considerando la definicién sintactica de la teoria de los tableaux para
un conjunto arbitrario de férmulas (posiblemente infinito), se puede
demostrar que el sistema axiomatico asi obtenido es completo.

68



Correccidn

» Correccion
Se dice que un sistema de demostracién es correcto (consistente,
coherente) si todas las férmulas demostrables en el sistema son
tautologias y todas las féormulas deducibles en el sistema a partir de
un conjunto de premisas son consecuencia légica de dichas premisas.
Teorema de Post toda férmula valida en teoria de la demostracién
es una tautologia en teoria interpretativa.
El sistema de Gentzen y la definicién sintactica de la teoria de los
tableaux son sistemas correctos.
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Decidibilidad

» Decidibilidad
Se dice que un sistema de demostracién es decidible si proporciona
un procedimiento general y finito (aplicable a cualquier férmula y
que termine) que permita decidir si una férmula es valida o
deducible a partir de un conjunto de férmulas.
Los teoremas anteriores permiten afirmar que una férmula
proposicional es un teorema si y sélo si es una tautologia.
Por tanto la evaluacién de la tabla de verdad es un procedimiento
general y finito de decision de la validez de una férmula.
Es también posible demostrar que el método de los tableaux, en su
definicién mas general, tiene las mismas propiedades de generalidad
y finitud que las tablas de verdad.
Se sigue que los sistemas formales de la l6gica proposicionales son
decidibles.
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Decidibilidad

En conclusién, los sistemas formales de la l6gica proposicional (la légica
de orden 0) son completos, correctos y decidibles.

Las légicas de orden superior son mas generales, pero pierden algunas de
estas propiedades. Veremos que la l6gica de predicados (de primer orden)
es completa y correcta, pero no es decidible.
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